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Punteggio
(1) Un'urna contiene una pallina bianca, una rossa e una gialla. Ne estraiamo una e la
reinseriamo insieme ad un'altra pallina dello stesso colore di quella estratta. Estraiamo
a questo punto un'altra pallina. Denotiamo con X il numero di palline bianche estratte
e con A l'evento le due palline estratte sono di diverso colore.
(a) Determinare la probabilità di non estrarre palline bianche.
(b) Determinare la densità di X.
(c) Stabilire se gli eventi A e {X = 0} sono dipendenti.
(d) Descrivere uno spazio di probabilità che modellizzi questo fenomeno aleatorio.
Soluzione.
(a) Detti Ri, Bi, Gi gli eventi pallina rossa/bianca/gialla all'estrazione i abbiamo
P (X = 0) = P (R1 ∩R2) + P (G1 ∩G2) + P (R1 ∩G2) + P (G1 ∩G2) = 1
6
+
1
6
+
1
12
+
1
12
=
1
2
.
(b) Si ha
P (X = 2) = P (B1 ∩B2) = 1
6
e quindi P (X = 1) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 1
3
. La densità di X è quindi
pX(k) =

1
2
se k = 0;
1
3
se k = 1
1
6
se k = 2
0 altrimenti.
(c) Abbiamo
P (A) = P (R1 ∩B2) + P (R1 ∩G2) + ·+ P (G1 ∩B2) = 6 · 1
12
=
1
2
.
e P (A∩{X = 0}) = P (R1∩G2)+P (G1∩R2) = 16 . Di conseguenza 16 = P (A∩{X =
0}) 6= P (A)P (X = 0) = 1
2
· 1
2
e quindi gli eventi A e {X = 0} sono dipendenti.
1
(d) Lo spazio Ω può essere descritto come tutti i possibili risultati delle due estrazioni
cioè
Ω = {bb, rr, gg, br, rb, gr, rg, bg, gb}.
Gli eventi sono dati da tutti i sottoinsiemi di Ω e la probabilità è deﬁnita da
P (bb) = P (rr) = P (gg) =
1
6
e
P (br) = P (rb) = P (gr) = P (rg) = P (bg) = P (gb) =
1
12
.
(2) Sia X una variabile aleatoria avente funzione di ripartizione
FX(t) =
{
0 se t < 0
1− e−t−1 se t ≥ 0
(a) Disegnare il graﬁco di FX(t). FX(t) è continua?
(b) (*) Osservare che (−1, 0] = ∪∞n=1(− 1n ,− 1n+1 ] ∪ {0} e dedurre che P (X = 0) =
1− e−1;
(c) Determinare P (X = 1);
(d) Determinare P (X > 2|X > 1);
(e) Determinare P (X > 1|X > 2).
Soluzione
(a) Il graﬁco di FX(t) è costante uguale a 0 sulla semiretta R<0, vale 1 − e−1 in 0 e
poi tende ad 1 per t→ +∞. La funzione FX(t) è quindi continua per ogni t 6= 0,
ma è discontinua in t = 0.
(b) La prima parte è del tutto evidente scrivendola come
(−1, 0] = (−1,−1
2
] ∪ (−1
2
,−1
3
] ∪ · · · ∪ {0}.
Siccome gli intervalli nella destra sono disgiunti abbiamo
P (X ∈ (−1, 0]) = P (X ∈ (−1,−1
2
]) + P (X ∈ (−1
2
,−1
3
]) + · · ·+ P ({X = 0})
da cui, ricordando che P (X ∈ (a, b]) = FX(b) − FX(a) per ogni a, b otteniamo
P ({X = 0}) = FX(0) = 1− e−1.
(c) Siccome la funzione di ripartizione è continua in 1 abbiamo P (X = 1) = 0.
(d) Per deﬁnizione di probabilità condizionale abbiamo
P (X > 2|X > 1) = P (X > 2, X > 1)
P (X > 1)
=
P (X > 2
P (X > 1)
=
1− FX(2)
1− FX(1) =
e−3
e−2
= e−1.
(e) P (X > 1|X > 2) = 1, in quanro, chiaramente. se X > 2 abbiamo anche X > 1.
(3) I voti ottenuti da uno studente sono 20,24,21,25,25,20,21,21,20,26.
(a) Determinare le modalità e le rispettive frequenze;
(b) Determinare la media e la varianza;
(c) Determinare la mediana e la moda;
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(d) Determinare la media armonica e la media geometrica.
Soluzione.
(a) Le modalità sono 20,21,24,25,26 e le rispettive frequenze sono 3,3,1,2,1.
(b) Detto x il carattere in esame la sua media è
µx =
1
10
(3 · 20 + 3 · 21 + 24 + 2 · 25 + 26) = 22.3.
Per calcolare la varianza determiniamo prima la media di x2
µx2 =
1
10
(3 · 202 + 3 · 212 + 242 + 2 · 252 + 262) = 502.5
da cui la varianza di x è
σ2x = µx2 − µ2x = 5.21.
(c) La mediana si ottiene riordinando i valori 20,20,20,21,21,21,24,25,25,26 per poi
scegliere la media aritmetica dei due valori centrali (dato che il campione ha car-
dinalità pari). In questo caso i due valori centrali sono entrambi 21 e quindi la
mediana è 21.
Il carattere risulta essere bimodale, e le due mode sono 21 e 20.
(d) La media armonica si ottiene facendo l'inverso della media degli inversi:( 1
10
(
3 · 1
20
+ 3 · 1
21
+
1
24
+ 2 · 1
25
+
1
26
))−1
= 22.08
La media geometrica è
(203 · 213 · 24 · 252 · 26)1/10 = 22.19
